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8. Übungsblatt zur Linearen Algebra I

Matrizen invertieren, lineare Abbildungen, Gruppen

Aufgabe 1. ((Alleine) 4P)

Berechnen Sie die Inverse der folgenden Matrix A mit Hilfe des Gaußalgorithmus und schreiben
Sie A−1 als Produkt von Additions-, Diagonal- und Vertauschungsmatrizen.

A :=


1 0 2 0
1 1 4 1
−2 0 −2 0
2 1 10 2



Aufgabe 2. ((Alleine) 2P+2P+2Bonuspunkte)

Seien V und W zwei beliebige R-Vektorräume. Wie für Abbildungen von Rn nach Rm heißt eine
Abbildung φ : V →W linear, wenn für alle Vektoren v, w ∈ V und Skalare λ ∈ R gilt:

(i) φ(v + w) = φ(v) + φ(w)

(ii) φ(λ · v) = λ · φ(v)

Sei φ : V →W eine lineare Abbildung.

a) Zeigen Sie, dass der Kern von φ

Kern(φ) := {v ∈ V | φ(v) = 0}

und das Bild von φ
Bild(φ) := {φ(v) ∈W | v ∈ V }

Untervektorräume von V bzw. W sind.

b) Zeigen Sie, dass φ genau dann injektiv ist, wenn Kern(φ) = {0} gilt.

c) Zeigen Sie, dass die Menge der linearen Abbildungen

HomR(V,W ) := {φ : V →W | φ ist lineare Abbildung}

ein Untervektorraum von Abb(V,W ) ist.
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Aufgabe 3. ((Gruppe) 2P+2P)

(a) Beweisen Sie Bemerkung II.5.26 aus der Vorlesung, d.h. seien n,m ∈ N und

φ : Rm → Rn

eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass es dann eine Matrix A ∈ Rn×m gibt, sodass φ(v) = A·v
für alle v ∈ Rm gilt.

(b) Sei φ : Rn → Rn eine lineare Abbildung von Rn zu sich selbst. Zeigen Sie, dass φ genau dann
injektiv ist, wenn φ auch surjektiv ist.

Aufgabe 4. ((Gruppe) 2P+2P)

a) Sei C× := {
(
a b
−b a

)
∈ R2×2 | a, b ∈ R und nicht beide 0}. Zeigen Sie, dass C× eine Unter-

gruppe von GL2(R) (mit der üblichen Matrizenmultiplikation) ist. Ist C× abelsch?

b) Sei G eine endliche, zyklische Gruppe und g ∈ G sein Erzeuger. Zeigen Sie dass die Grup-
penordnung von G das kleinste k ∈ N mit gk = idG ist.
Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass für die von g erzeugte Gruppe 〈g〉 = {gk | k ∈ Z} gilt.
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